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La formule de la trace pour les tissus 

planaires 

Jean-Paul Dufour 


Abstract 

We give a complété proof of the fact that the trace of the curvature 
of the connection associated to a planar d-web (d > 3) is the sum of 
the Blaschke curvature of its sub 3-webs. 

Keywords: planar webs 

1 Introduction. 

Un ci-tissu du plan est une famille de d feuilletages d’un ouvert du plan qui 
sont deux à deux transverses. Il y a plusieurs méthodes équivalentes pour 
donner ces feuilletages. Il y a des méthodes ”explicites” où chaque feuilletage 
est donné soit par les trajectoires d’un champ ou, ce qui revient au même, 
en se donnant les pentes nii(x,y) de chaque feuilletage dans un système de 
coordonnées (x, y) ou bien encore en se donnant ses intégrales premières 
fi (les feuilletages sont donnés par les courbes de niveau des fi). Alain 
Hénaut a développé la méthode "implicite” qui présente les feuilles comme 
les trajectoires d’une équation différentielle implicite du type F(x, y, y') = 0 
où F est un polynôme de degré d en y' h coefficients dépendant de x et y. 
Pour une bibliographie relativement complète sur ce domaine nous renvoyons 
au livre de J.V. Pereira et L. Pirio de 2015 m ou au texte de J. V. Periera 
au Séminaire Bourbaki de 2007 m 

Dans ce travail, on considère un rl-tissu W(fi,...,fd) sur un ouvert 
U du plan donné (explicitement) par ses d intégrales premières /i,...,/d- 
Un invariant important d’un tel tissu est son ”rang”, c’est la dimension 
de l’espace vectoriel de ses "relations abéliennes” (Cf=i hi{fi) = 0 où les 
hi sont des fonctions d’une variable, nulles en un point fixé. En 2004 et 
dans le contexte "implicite” Alain Hénaut [AH] a montré que l’on pouvait 
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associer au tissu un fibre vectoriel sur U muni d’une connexion V dont l’une 
des propriétés est que sa courbure est nulle si et seulement si le rang du 
tissu a la valeur maximale possible (d — 1 )(d — 2)/2. A la même époque L. 
Pirio a soutenu sa thèse [P’j dans laquelle, entre autre, il revisite des travaux 
anciens de A. Pantazi m, pour construire une connexion analogue dans le 
cas ”explicite”. En 2005 Olivier Ripoll m, sous la direction d’A.Hénaut, 
a soutenu une thèse sur ces sujets. Ces deux auteurs ont construit des 
programmes Map le qui calculent la connexion et sa courbure pour d = 3, d = 
4 et d = 5, dans le cas "explicite” pour L. Pirio et dans le cas "implicite” pour 
O. Ripoll. En 2007 Vincent Cavalier et Daniel Lehmann m ont généralisé 
les constructions précédentes aux tissus de codimension 1 en dimension n 
arbitraire, pourvu que ceux-ci soient "ordinaires” (ce qui est toujours le 
cas pour n = 2) et tels qu’il existe un entier ko tel que d = (n — 1 + 
ko)\/((n — l)!fcoO (ce qui est toujours le cas pour n = 2 avec ko = d — 1). 
Travaillant dans le cas "explicite” avec les pentes des feuilletages, ils ont 
construit un fibré vectoriel muni d’une connexion qui généralise celle de 
A.Pantazi. En 2014 D. Lehmann et l’auteur m ont reconstruit ce fibré 
vectoriel et sa connexion à partir des intégrales premières des feuilletages et 
rédigé un programme Maple qui, non seulement calcule la connexion et la 
courbure des d-tissus plans pour tout d, mais aussi qui peut fonctionner en 
toute dimension. Dans la suite on note V cette connexion. 

En 1933 W. Blaschke fWBj avait attaché une "courbure” aux 3-tissus du 
plan. La courbure de Blaschke est celle de V dans le cas particulier d = 3. 

Dans leurs thèses et travaux suivants L. Pirio et O. Ripoll ont conjecturé 
le résultat suivant. 

FORMULE DE LA TRACE. La trace de la courbure de V est la 
somme des courbures de Blaschke des sous-3-tissus W(fi, fj, /*.) de 

Nous voyons la courbure de Blaschke, et la trace de la courbure de V, 
comme des 2-formes à valeurs scalaires sur le plan ; cela donne sens à la 
formule précédente. 

On peut voir les prémisses de cette formule dans les travaux de N. Mi- 
haileanu }NM] et A. Pantazi |AP| . L. Pirio et O. Ripoll indépendamment en 
ont donné des preuves pour d = 4, 5 et 6 Ils ont aussi présenté un plan de 
démonstration précis pour d quelconque. L. Pirio a donné à cette formule 
le nom de "formule de Mihaleanu.” 

Dans ce travail nous proposons une démonstration complète de ce résultat 
basée sur la méthode utilisée pour construire le programme de D. Lehmann 
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et de l’auteur m- Elle est un peu longue mais tous les calculs sont ex¬ 
plicités et élémentaires. La méthode "explicite” a l’avantage de permettre 
des raisonnements par récurrence sur le nombre d car on peut comprendre 
plus facilement ce qui advient de la connexion quand on rajoute une (d+ 1)- 
ème fonction. Dans le cadre ” implicite” on ne travaille qu’avec les polynômes 
symétriques de ces fonctions et l’effet de l’ajout d’une nouvelle fonction est 
un peu plus caché. Ceci dit, le détail des calculs que l’on trouvera dans 
certaines parties de la démonstration laisse penser que l’on pourrait avoir 
une démonstration plus simple dans le contexte ” implicite”. 

2 Construction de la connexion du d-tissu. 

Nous rappelons, sans écrire tous les détails, comment nous construisons le 
fibré vectoriel et la connexion dans le texte de D. Lehmann et l’auteur [PL] , 
On travaille au voisinage d’un point P du plan et on impose que les 
fonctions soient milles en P. On choisit des coordonnées locales x 

et y qui s’annulent elles aussi en P. Si / est une fonction définie sur un 
voisinage de P, f x (resp. f y ) désigne la dérivée de / par rapport à x (resp. 
y). Ainsi f xx désigne la dérivée seconde de / par rapport à x.... 

Les relations abéliennes de notre tissu sont les relations 

d 

^2 = o 

i= 1 

où les ht sont des fonctions d’une variable qui s’annulent à l’origine. 

Pour étudier cette relation on dérive successivement ses deux membres 
par rapport aux deux variables. 

On note w” = , où lip désigne la dérivée r-ièrne de h{. 

A l’ordre 1 on a les deux équations 

d 

= 0 

2=1 

d 

= 0 

2=1 

que l’on récrit sous forme matricielle 

= 0 
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où P 2 est la matrice jacobienne de (x, y) i->- (fi(x, y ),..., fd(x, y)). 

A l’ordre 2 on a 3 équations que l’on range en prenant pour première 
celle qui correspond à la dérivée , la deuxième à -q§q^ , la troisième à ■ 
On les écrit matriciellement sous la forme 

G3 , . . . , U^) + P3 (uf, . . . , Wj) =0 


Plus généralement, 
l’ordre 


on range les équations d’ordre r 
d d d 


1 en imposant 


dx r ~ 1 ’ dx r ~ 2 dy' ’ dy r ~ 1 

pour les dérivations et on les récrit sous la forme matricielle 


G r —1 
r 


( w l; ■ ■ ■ > w d) “I- + 


1—2 

1 J ' ' 


U r d - 2 ) + P r (u[ 


r— 1 


UJ 


r —1 
d 


) 


= 0 . 


Les matrices Gî ont des coefficients qui sont des expressions polynomiales 
des dérivées partielles des /, d’ordre 1 à j. 

Lorsque cela nous paraîtra utile pour rendre notre texte plus clair, nous 
rajouterons l’indice (/ 1 ,..., fj) à nos matrices. Ainsi on écrira G l -.f 1 f d à 
la place de Gj pour préciser quelles sont les fonctions en jeu. 

La première étape du programme donné dans m calcule les coefficients 
des matrices G* et P r par récurrence. Nous retiendrons simplement que les 
matrices P r ont des colonnes de la forme 

Uixï~ l 
{.fixY-Hfiy ) 

fi 1 = U),r '{fiyŸ 1 

(. fiyY- 1 

et que, si l’on note G r (fi ) les colonnes de G 2 et G r+ (fi ) la (r — l)-colonne 
obtenue en supprimant la dernière composante de G r (/,), on a les relations 
de récurrence 

f)f r ~ 2 

G r+ (fi) = /ia;.G r_1 (/i) H—^—. 
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On construit par blocs la matrice à (d + 1 )(d — 2)/2 lignes et (d — 2 )d 
colonnes 


MM = 


P 2 

0 



0 

Gj 

P 3 

0 


0 

G\ 

Gl 

Pi 

0 

0 

(~<d—2 
U d -1 

Gtl 


■ O'h 

Pd-l 


Le noyau de cette matrice donne le fibre de rang (d— l)(d — 2)/2, et de base 
le plan des (x,y), sur lequel la connexion V sera définie. 

On construit V comme suit. 

On considère d’abord la matrice par blocs à (d — 2 )d lignes et (d — 2 )d 
colonnes 


A = 


0 

0 


Id d 

0 


0 

Id d 


0 


0 

Ad -i Ad-2 

où Idd désigne la matrice identité à d lignes et 


0 

^3 


0 

0 


Id d 

A2 


A, = -PJ-’-Gj. 


On note D x (resp. D y ) la matrice diagonale dont les éléments diagonaux 
sont (fix, ■ ■ ■, fdx ) (resp. (fi y , ..., fd y ))• On considère maintenant la matrice 
DD X (resp. DD y ) diagonale par blocs, à (d — 2 )d lignes, dont les blocs 
diagonaux sont tous égaux à D x (resp. D y ). 

On considère la matrice carrée à (d — 2 )d colonnes A x = DD X . A (resp. 
A y = DDy.A). 

Les coefficients des deux matrices A x et A y dépendent de (x, y) ; elles 
donnent donc des morphismes du fibré trivial de rang (d — 2 )d sur le plan. 
On a une connexion V° sur ce fibré en prenant V° a = ^ — A x et la même 

d x * , 

chose en remplaçant x par y. On peut voir que cette connexion préserve le 
sous-fibré donné par le noyau de MM. 

La connexion V est alors la restriction de V° au noyau de MM. 

Pour construire une base du noyau de MM nous procédons comme suit. 
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On remarque que chacun des blocs "diagonaux” P r de MM est tel que 
ses r premières colonnes forment une sous-matrice inversible. Cela nous 
mène à changer un peu l’écriture de nos variables : on récrit 


plutôt sous la forme 


( w î> w 2>/^3> —I0d'i —I0d'i 2 , •••> ^d-liPd 2 ) 


C’est à dire que l’on remplace par /?[ pour i > r + 1. 
On obtient une base 


B = {e\ 


3 ! 


■ e d 


5 G 4l ' 


.eâ; 


^d—3 „d— 3. 2 


du noyau de MM en prenant pour e[ le vecteur du noyau de MM dont les 
coordonnées f5j sont toutes milles sauf /?” qui est 1. 

Notons (resp. les matrices de V_§_ (resp. V_a_) par rapport à 

dx dy 

la base B. Ses coefficients sont obtenus comme suit. On remarque d’abord 
que si l’on dérive n’importe quel vecteur e[ de la base B par rapport à x ou 
y on obtient un vecteur dont toutes les composantes /3| sont milles. Ainsi 
V_a_(e”) a des composantes /3j qui sont celles de —A æ (e”). On note ■ sa 

composante ; c’est sa composante sur le vecteur de base ej. Alors est 
la matrice qui a les coefficients fl r ’\ ■ ; autrement dit, on a 

-A,(4) = E E 

s=l j=s+2 

On agit de même en permutant x et y pour calculer f l y . 


3 Calcul de la trace de la courbure. 

Définition. On considère le tissu W(fi ,..., f s ) donné par ses s intégrales 
premières locales (s > 2). On lui associe les matrices P s ~i = 

P s -i-,f 1: ...,f s , Ps = P 5 ; /i,...,/ s et Gg = G 2 s . fl j fj définies comme dans le para¬ 
graphe précédent. La matrice P s ~\ est de rang s — 1 et a un noyau de 
dimension 1 engendré par un vecteur du type (A 1; X 2 ,..., X s _i, 1 ). On ap¬ 
pelle élément de trace de fi,..., f s et on note 7 (/i,..., f s ) la dernière 
composante du vecteur 

-P~ 1 G 2 s (X 1 ,X 2 ,...,X s _ 1 ,1). 
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Cet élément de trace est aussi caractérisé par le fait que la matrice par 
blocs 

G %fl,...,fs P s-,h,-,fs 

a un noyau engendré par un vecteur de la forme 


M 


fl,-,fs 




■,Ys-iMh 


Etudions maintenant l’expression de la courbure de V dans la base 
donnée dans la section précédente. Elle a la matrice 

d d 

I\ — (^y) "b D x .Dy D y .D x . 

Le commutateur D x .D y —D y .Q x a une trace nulle, donc la trace de la courbure 
est la trace de la matrice 

KK = £<«■> - êw- 

Remarque. Dans un prochain travail avec D. Lehmann nous prouverons 
que la matrice K a toutes ses lignes milles sauf la dernière. Donc sa trace se 
réduit au seul terme diagonal sur la cette dernière ligne. On aurait pu penser 
que ce résultat serait un ingrédient essentiel de toute preuve de la formule 
de la trace. Dans la démonstration suivante nous procédons autrement, en 
n'utilisant que K K. 

Pour calculer la trace de K, il suffit, donc de calculer la trace de D x , de la 
dériver par rapport à y , puis de retrancher ce que l’on obtient en échangeant 
les rôles de x et ?/. 

La trace de D x est la somme des O r xri - 

Dans la suite de cette section on calcule D r xri pour r et i fixés. Pour 
cela on rappelle que e\ est le ( d — 2)d-vecteur 


( 1 1 ol ol 2 2 2 o2 

\lüi,iü 2 , p%, p d ,UJi,UJ 2 ,U 3 , p^, ..., 




4-2 


d —2 ad—2\ 

-i U d-liPd ) 


du noyau de MM dont les coordonnées /3| sont toutes milles sauf ff[ qui est 
1. La forme ” triangulaire inférieure par blocs” de MM implique que les uf 
sont tous nuis pour s < r. C’est dire que e” a la forme 


(0 


,..., 0;...; 0,..., 0; ..., u r r+1 , 0,..., 0,1, 0,..., 0; uj[ +1 ,..., u r r +h 0, •••, 0; c^ +2 . 


où le 1 est à la berne place entre les deux points virgules qui l’encadrent. 
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On va distinguer deux cas : 

Le cas r < d — 2. Etudions — A x (e[) ; c’est, avec les notations de la section 
précédente, —DD X . A(ep. La structure des lignes par blocs Id d de la partie 
supérieure de A fait que l’on a 

-a x (ei) = 


où les 9'1 sont tous nuis pour s < r — 1, 

(<rr\ -, o r d ~ l ) = (-M, -, -/(r-i)*^+i, 0,..., 0, -f ix , 0,..., 0) 

(ces deux conditions n’ayant de sens que pour r > 1) et 

O?Ï,-,0S) = (-/lxWÏ +1 , -/(r+ 2 )xWr+ 2 ,0, -, 0). 


On en déduit 

fi r,i • = 0 

X V % 

si i > r + 2 et 

n r\r+2 _ r ,r+l 

il x,r,r+2 ~ J(r+2)x Lü r+2- 

Exprimons maintenant ce qu’est u£jl \ 

Revenant un peu en arrière (avec i = r + 2) nous remarquons que le fait 
que e r r+ . 2 soit dans le noyau de MM et que ses composantes /3| soient milles 
pour j > r + 2 et s = r ou s = r + 1 nous donne la relation 


^/i,..„/ r+2 ( w ï, —t^r+l, 1 ; ^ 1 +1 , ••■,^+2) — °- 


D’après la définition de début de cette section cela veut dire que w r r X\ es ^ 
l’élément de trace 7 (/i,..., f r + 2 )- On en déduit finalement 


n ®,rî+2 = -/(r+2)x7(/l, • • • , fr+ 2 )- 

Le cas r = d — 2. 

On a e(j -2 = (0;0; A) avec A = 1) et Pd-i(X) = 0 

(notation de la section précédente). On a 

-A æ (e^ 2 ) = (0;..;;0 ;-D x (A);-D x .A2 (A). 

Or, par définition, la dernière composante de ^ 2 (A) = —P _1 G 2 (A) est 
l’élément de trace 7 (/i,..., f d )• On en tire une formule analogue à celle des 
cas précédents 



n tJ ~ d 24 = -fdx'Y{fu*--,fd)- 

On a le résultat analogue lorsque l’on échange x et y et on en tire facile¬ 
ment la proposition suivante. 

Proposition. La trace de la courbure du tissu W(f\,..., fd) est la 2-forme 

d 

-^df r 

r =3 


4 Le cas des 3-tissus. 


On considère d’abord un 3-tissu W(f,g,h) du plan. Trivialement sa cour¬ 
bure classique de Blaschke est aussi la trace de la courbure de la connexion 
associée. Suivant la procédure décrite dans la section précédente, on l’obtient 
en calculant d’abord l’élément de courbure 7 (f,g,h). Nous allons donner 
son expression précise dans le cas particulier où h(x, y) = y et f x et g x ne 
s’annulent pas. 

On adopte les notations rrif = f y /f x et m g = g y /g x . On prend 

Xl (m g -m f )f x X2 {m f -m g )g x 

et on voit que (X\. X^. 1) engendre le noyau de 


P 2 


fx Sx 0 
fy 9y 1 


Alors 7 (/, g , h) est la dernière composante du vecteur 


en prenant : 




(fx) 2 

(Sx? 

0 

fxfy 

9x9y 

0 

(fy) 2 

(9y? 

1 

fxx 

9xx 

0 

fxy 

9xy 

0 

fyy 

9yy 

0 
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Or le même argument que celui qui permet de calculer la matrice inverse 
d’une matrice de Vandermonde, montre que la dernière ligne de Ppj g h est 
(' mfirig , —(mf + m g ), 1) ; on en tire 

7 (f,9,h) = -{m f m g ,-(m f + m g ),l).Gl. fgA (X 1 ,X 2 ,l), 

ce qui mène facilement à 

7 = --- {m f m g (f xx /f x - g xx /g x )~ 

m,f — m g 

{jTlf + TTlg)(f X y/foc g X y / g X ) P ( fyy/foc 9yy / Sa:)}- 

On en tire une formule explicite pour la courburede Blaschke de notre 
tissu : 

-dy A dj(f,g,y). 

5 La méthode de démonstration de la formule de 
la trace. 

Pour le tissu W(fi ,..., f s ) la somme des courbures des sous 3-tissus est 
SC(fi, ...,f s ) = - J2 dfrAd^fiJjJr). 

0<i<j<r<s 

On note 

S 

Tr{h, ...,fs)(=~ ^2(df r A d'y (fi,f r )) 

r =3 

la trace de la courbure de la connexion V associée comme plus haut. La 
formule de la trace dit que l’on a 

SC(f l ,...,f s ) = Tr(fi,...,f s ) 

pour tout s plus grand que 3. 

La formule est triviale pour s = 3. Nous la démontrons par récurrence 
sur s ; pour cela nous la supposons montrée à l’ordre d— 1 et nous allons la 
prouver à l’ordre d. Comme SC(f \,..., f ( [) et Tr(f \,..., f^) sont des quan¬ 
tités qui ne dépendent pas des coordonnées on peut choisir ces coordonnées 
pour avoir fd = y et la non-nullité des f lx pour i variant de 1 à d — 1. 
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La formule à l’ordre d — 1 nous donne 

d—1 d—1 

^(d/ r Ad( ^ 7(/o fj,fr)) = ^2(df r A dj(f1 ,..., /r)). 

r=3 0 <i<j<r r =3 

Pour prouver la formule à l’ordre d il suffit de prouver la relation 
l(fl, ■ ■ ■ , fd) = 'Y(fi’fj’fd)- 

0 <i<j<d 

C’est ce que nous allons faire dans la suite de ce travail en utilisant l’hypothèse 
simplificatrice fd = y. 

Les quantités 7 (/i,..., f d ) et Eo<i<j<d7(/o fj, fd) ont des expressions 
linéaires dans les dérivées secondes f SX xi fsxy et f syy avec des coefficients 
qui ne dépendent que des dérivées premières. On va voir que ces coefficients 
sont les mêmes dans les deux expressions. 


6 La somme des courbures des sous 3-tissus. 

La section 4 montre que l’on a la formule 

^ ^ Ififii fjill) = ^ ^ { m i m j(fixx/fix — fjxx/fjx)' 

771 j 717 q 

0 <i<j<d 0 <i<j<d J 

(jïli + 1Tlj)(fixy/fix fjxy/fjx) "h ( fiyy/fix fjyy! fjx)} 
avec la notation = fky/fkx- On en déduit un développement 

y ^ 'y (fi, fj, y) = y ' A s f sxx + B s f sx y + Csfsxx 
0 <i<j<d s<d 


avec 




m s mj 

fsx m s - rrij 


-1^ m s + rrij 

b s — ? y 

fsx m 3 

c.4e 1 


fsx ^ m s - rrij 

Dans les sections suivantes nous allons montrer que 7 (/i,..., fd) a le même 
développement. 
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7 Calcul du noyau de P ( j-\ ■ 

Il nous faut calculer l’élément de trace 7 (/i,..., fd ) (avec fd = y)- Si l’on 
revient sur sa définition, donnée dans la section 3, il nous faut d’abord 
calculer le vecteur [X \,..., Xd- 1 ,1) qui engendre le noyau de Pd-i- 

En tenant compte du fait que fd = y, le sytème Pd-i(X \,..., Xd- 1 ,1) = 
0 se récrit sous la forme 




i =1 


E/t 2 *. = -i 

i= 1 

où j varie de 1 à d — 1. Si l’on pose Yj = ff~ 2 X{ et mi = fi y /fi x les d — 1 
premières équations donnent un système matriciel VM((Yi,... ,Yd-\)) = 
(0,..., 0, — 1) où VM est une matrice de Vandermonde dont le coefficient sur 
la s-ièrne ligne et la r-ième colonne est m£ -1 . On en tire que (Yî,... ,Yd- 1 ) 
est l’opposé de la transposée de la dernière colonne de VM -1 . 

On a alors 

y. = _Zi_ 

n jjtiimi - rrij) 

et donc 

X - 1 

pour i variant de 1 à d — 1. 


8 Calcul de la matrice G 2 d . 


Dans la section 2 nous avions noté G d (/i G d (fd), ses colonnes (avec 


fd = y)- 

On remarque d’abord que, pour une fonction arbitraire /, le i-èrne coef¬ 
ficient de G d {f) est de la forme 


GfU) 


d fd-i -2 f i -1 
U'i J x J y 


f,r ■ l>!f 


d—i —1 

x 


fi —2 f , d fd-i fi —3 f 

J y J xy < J x J y Jyyi 


avec la convention d’écriture que les puissances négatives des f x ou f y sont 
nulles ; les a d , bf et cf sont des nombres que nous allons déterminer. 
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Pour des raisons de symétrie par rapport aux deux dérivations d/dx et 
d/dy, on a les relations suivantes : 

n d — n d h d — h d 

c d—i+1 > "d—i+1' 

Nous utilisons la relation de récurrence 

f)f d ~ 2 

G d+ (f) = f x .G d ~ 1 (f) + ^ r 
que nous avions donnée en section 2. Elle nous donne 

G d (f) = fxG d ~\f) + {d -1 - ' 2 r y + (*-1 

pour i < d. 

On en tire les relations de récurrence : 

a d = a d ~ l + d - 1 - i 

b? = b d - l +i~l 

d k -1 
H S 

pour i < d. 

On a aussi les relations évidentes : 

af = 1, &f = cf = 0 

a 2 = 0, ^2 = 1) cf = 0 
af = bf = 0, cf = 1. 

Utilisant ces relations, les relations de symétrie et de récurrence ci-dessus 
on obtient : 

d _ (d-l-i)(d-i) 
üi ~ 2 

b d = (z- l)(d-z) 

„ d _ (z-2)(z-l)) 

* 2 

pour i compris entre 1 et d. 
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9 La dernière ligne de P d 1 - 

Pour calculer l’élément de trace 7 (/i,..., fd-hU) nous aurons besoin d’un 
autre ingrédient : la dernière ligne a = (ai,..., a d ) de P f J l . Cette ligne est 
caractérisée par le fait que le produit de cette ligne avec chacune des r — 1 
premières colonnes de Pd est nul et son produit avec la dernière colonne est 
1. On a donc les équations 

Z] °]ftx 3 Üy' = 0 

3 = 1 

pour tout i variant de 1 à d — 1 et 

a d = 1. 

En divisant les deux membres des d — 1 premières équations par fi X on peut 
les remplacer par 

d-1 

E^-r 1 = °- 

3 = 1 

Comme lorsque l’on calcule l’inverse d’une matrice de Vandermonde, on 
introduit le polynôme P(t ) = a j ^ 1 et les relations précédentes mon¬ 

trent que ce polynôme admet les racines m ±,..., m d -i et 1 comme coefficient 
du terme de plus haut degré. On en déduit 

a = ((-!)<*":%_!, (-l) d ~ 2 S d _ 2 ,-S u 1), 

où les Si sont les polynômes symétriques en ■ ■ ■, nid- 1 - 


10 Le calcul de l’élément de trace 7(/i,..., f r - 1 , y )• 


Rappelons que, par définition, 7 (/i,..., f r -i,y) est le dernier coefficient de 
— P i 7 1 Gj(Xi, ..., X d - 1 ,1) où les Xi sont ceux de la section 7 ; donc c’est le 
produit scalaire usuel des deux vecteurs a (voir section 9) et G 2 d (X i,..., X d -i, 1). 
On écrit ce résultat sous la forme 


7(/i, • • •, fr-i,y) = -oc.G 2 d {Xu • • .,X d -u 1). 


On en déduit 


7(/i,- -- ,fr-i,y) 


d-1 

Y,X s (a.G d (f s )) 

s =1 


14 



en remarquant que G d (y) est nulle. 

On rappelle la formule de la section 8 : 


Gf(fs) 


d rd—i—2 ri —1 r . rd rd—i—1 ri—2 r , d rd—i ri—3 r 

a i J sx J sy J sxx ' u i J sx J sy J sxy ' c i J sx J sy J syy 


pour la i-èirie composante de G d (f s ). On rappelle que, pour cette formule, 
les puissances négatives de dérivées de fonctions sont nulles par convention. 
On a donc la formule 


a.G d (f s ) = a s f sxx + b s f sxy + c s f syy , 


avec 


a s = ^2oaaff d x l 2 fsy 1 - 

i= 1 
d 

f>* = E 


2 = 1 
d 




i= 1 


Plus précisément, on a donc 
d 


a s = 


W i\d-i(d - i - l)(d - i) c 
/ v V 1 ) 9 °d-iJsx J sy 


2=1 


b s = v d -Ki - m - i)s d v/;; 2 . 
2=1 
d 

E(-»“ 2 


c" = 


\d—i (* 1)(^ ^)_ çi rd—i fi—3 

D d—iJsx J sy 


i= 1 


ou encore 


a = 


f d-3S^r T\d-i( d ~ i ~ !)( d _ *) c ™i-i 
Jsx ~, 


Î=1 




i—2 

\-im s , 


2=1 
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„s _ fd— 3 \ \ 1 ^)(* C 3 

c “ Jsx - 2 - b d-im s . 

i= 1 

On a la formule 

5 d _i = + -S^, 

en notant Si le /c-ièrne polynôme symétrique dans les variables 

777-1, • • • 5 Tïls—1 •> ^s+1? • • • 5 Tïld—1 

avec, par convention, 5'j = 0 pour j < 0 ou j > d — 2. C’est dire l’on oublie 
m s dans les 5'j. En portant cela dans équations précédentes on obtient 


a = 


Æ 3 ^(- 1 ) J ~ i (rf i l )(i V d-tmr 1 + SJ_, 


2=1 
d 


a 

i>* = - i)(rf - i)(SL,< 2 +si-i-iK- 1 ), 

A —1 


2=1 

d 


c" = 


Æ 3 X> 1 >’‘-‘ - ‘ï 1 2) w-<~ 3 + si-,-,™;- 2 )- 


2=1 


En réordonnant les termes en fonction des puissances de m s , on arrive à 

d 

«' = /i" 3 - i - l)SLi-l<, 


2=1 

d 


b s = - 2* - 2)<S'|_j_ 2 m* 


2=1 
d 


c* = /.t 3 E(- 1 )‘ , " i ' 1 (’ : + 1 ^ 


,' s 

'd-i-3 m s- 


i =1 


11 Fin de la preuve de la formule de la trace. 

On a la relation 


d -1 

7(/i> • • •, fd-i,y) = - ^2 X s (a s f sxx + b s f sxy + c s f syy ). 

S=1 
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Donc nous aurons montré la formule de la trace si l’on prouve les relations 

X s a s = -A s , X s b s = -B s , X s c s = -C s , 

les A s , B s et C s étant ceux définis dans la section 6. Il revient au même de 
prouver les relations 

a s = -A s /X s , b s = -B s /X s , c s = -C s /X s . 


Pour simplifier les notations on ne démontrera ces relations que dans le cas 
s = d — 1 car exactement la même méthode fonctionne dans les autres cas. 
Toujours pour simplifier, nous écrirons m à la place de rri c j_ i. On a 


A d —\!X d _\ = (Htm - m r )) Y 

J(d— l)x r =1 j =1 


—' m — m,- 
3 =1 


On a la relation 


(II( m_mr ))5Z 


—' m — rrij 

3=1 J 


y^(ru. — toi) • • • (m — mj-\)mrrij{m — rrij + 1 ) • • • (m — nid- 2 ) 
3=1 

Pour calculer cette quantité on introduit la fonction 

d—2 

p (t) = Ylit-rrij) 

3=1 

et il est facile de voir que l’on la relation 


(II(* 


—!- = t(tP'(t)-(d-2)P{t)). 
t — m-j 


Mais P(t) est aussi le polynôme 


m = E(-i 


où 1 est le polynôme symétrique de degré r dans les variables roj, 
...,nid- 2 - Cela mène à 


d—2 d—2 . 


E,-D i-iÆT*'. 
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et, en posant t = m et rajoutant le facteur —^—, on obtient 

J(d—l)x 


a d 1 — —A d _i/X d _i, 
et, par la même méthode, à 


a s = -A s /X s , 


pour tout s. 

Par ailleurs, on a 


, d—2 d -2 

1 , tt „ ,, x ' m + rrij 


-B d _i/X d _i = (JJ( m _ m r )) 


f\ 


(d— l)x r —1 

Comme pour le calcul précédent on obtient facilement 
d-2 d-2 


m — m.i 

3 =1 




r=l 


t + mj 


t — m,j 

3 =i 


= 2tP'(t) - (d - 2)P(t) 


qui, en revenant l’expression polynomiale de P(t), mène à 

d —2 d —2 d —2 

I + TTlj 

t — TUi 


(Ile* - ™,» E Sv = Ef- 1 )" - ’ -1 ^ - 2i + 


r =1 

d’où il découle 


j=i 


3 


b d ~ l = -B d _ x jX d _ x 


2 = 1 


et de la même manière 


pour tout s. 
Enfin, on a 


b s = -B s /X s 


d -2 


-Cd-i/Xd -1 = -gzâ-dlC 

•1 (d—l)x r=l 


m — m, 


d —2 

»E — 

» m — ' 


. m — m, 

3=1 J 


Comme 


d —2 d —2 

(JJ(* - "b-)) X] 7 -= p '(4 


r =1 


t — m; 

j=i 
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on a 


1 


d-2 


fl—2 


d—2 


n<‘ - ”v» e—=b-u^sü/- 1 . 

7*= 1 i" — I 2 <i — I 


2=1 


2=1 


et 


c"- 1 = -C d _i/X d _! 


puis, par la même méthode, 


c s = -C 8 /X 8 , 


pour tout s. 

Ceci achève notre démonstration de la formule de la trace pour les tissus 
planaires. 

12 Exemple d’application de la formule de la trace. 

Alain Hénaut a proposé la conjecture suivante. Soit W un d-tissu du plan 
donné de manière implicite par le polynôme 

F = (y') d + f(x, y) ; 

alors la courbure de la connexion associée est nulle si et seulement si f(x, y) 
est décomposable, c’est à dire de la forme X(x)Y(y). 

Remarquons que dans l’ouvert où F est non nul, les d racines de F 
sont toutes de la forme mi = R(x,y)Xi où les À* sont des constantes deux 
à deux différentes et la fonction R(x, y) est indépendante de l’indice i. De 
plus f(x,y) est décomposable si et seulement si R(x,y) l’est. 

Alors la conjecture d’Hénaut est un corollaire du lemnre suivant. 
Lemme. Soit W un d-tissu plan donné par ses pentes mi pour i variant 
de 1 à d. On suppose que l’on a 

mi = R(x,y)Xi 

où les Xi sont des constantes deux à deux différentes et la fonction R,(x, y) 
est indépendante de l’indice i et non nulle. Alors la courbure de la connexion 
associée est nulle si et seulement si R(x, y) est décomposable. 

Nous allons donner une preuve de ce lemme en montrant d’abord le sens 
direct : si R(x,y) est de la forme X(x)Y(y) alors la courbure est nulle puis 
la réciproque. 
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1- On suppose R(x,y ) = A{x)B{y). 

Les feuilles des d feuilletages sont les trajectoires des d champs de vecteurs 

x , = f x+A(x)Bm ^. 

Ce sont aussi les trajectoires de 

Yi = l/A(x)^- + XiB(y)^-. 

cix oy 

Or des changements de la coordonnée x, d’une part, et y , d’autre part, per¬ 
mettent de rectifier les champs de vecteurs 1/A{x)-^ et Ces change¬ 

ments nous ramènent au cas où tous les Y t sont à coefficients constants, donc 
au cas où les d feuilletages sont tous formés de segments parallèles. Or on 
sait que ces tissus sont à courbure nulle. 

2- La réciproque. On suppose que W est de courbure nulle. Alors la 
trace de cette courbure est encore nulle, donc, par la formule de la trace, 
la somme des courbure des sous 3-tissus de W est nulle. Etudions le sous 
3-tissu de W donné par les pentes ruj, nrij et m^. Un calcul élémentaire (qui 
peut être fait par Maple) montre que sa coubure est 

Ag-Mmx.y)). 

Ainsi on voit que la somme des courbures des sous 3-tissus est nulle si et 
seulement si j^—ln(R(x,y)) = 0, ou, ce qui est équivalent, que la fonction 
R(x, y) est décomposable. Ceci achève la démonstration. 
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